“No olvidar el origen concreto
de la matematica
ni los procesos historicos de su evolucion™
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mueridos amigos, no puedo dar una conferencia con un titulo que corres-
ponde a una frase de Pedro Puig Adam sin decir, yo también, unas palabras
sobre este amigo excepcional.

Conoci a Pedro en Roma, cuando se encontraba con dofia Maria Luisa
(su mujer) de vigje turistico; era el mes de junio de 1956.

Después, pasé una semana con Pedro durante el Congreso en Madrid de
nuestra Comision Internacional para el Estudio y la Mejora de la Ensefianza
de las Matemadticas (CIEAEM). Se debatia el tema El material diddctico
matemadtico actual. Era el mes de abril de 1957. Recuerdo como si fuera ayer
la escena en la estacién de Madrid la mafiana del 21. Yo llegaba de Italia con
cuatro amigos; un viaje interminable. Bajamos del tren y vimos, entre la
mucha gente que esperaba, una persona que levantaba un cartel que ponia
Emma. Pedro tenia miedo a no encontrarnos y... debifamos enseguida ir a El
Escorial... antes de la sesion inaugural de la tarde.

No hablaré del formidable Reencontré, porque todas las actividades que
tuvieron lugar en él estan publicadas e ilustradas.

Tras este Congreso, hubo entre ambos un intercambio de libros y publi-
caciones y cartas. Visto desde la actualidad ese periodo me parece de mucho
mds que tres anos de duracion, tan fuerte fue la huella dejada por este amigo.

Hoy, después de medio siglo, la Sociedad Madrilena de profesores de
Matematicas presenta una exposicion de modelos para el aprendizaje de las
matematicas en relacién con ciertos tépicos curriculares. Y son los amigos

* Conferencia pronunciada en Madrid, el 10 de mayo de 2000, en el IES San Isidro, con motivo del Acto de
celebracién del 100° aniversario del nacimiento de Pedro Puig Adam y de la inauguracion de la exposicién
2000, piezas mateméticas, elaborada por la SMPM “Emma Castelnuovo”
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de la Sociedad los que me han invitado a decir algo sobre la funcién del
material en la enseflanza de las matematicas.

Me ha gustado titular esta charla con el punto dos del Decalogo de Pedro
Puig Adam: No olvidar el origen concreto de la matemadtica ni los procesos
histéricos de su evolucion.

Pero han pasado muchos anos desde esta declaraciéon. Han cambiado los
alumnos, los profesores, todo el ambiente de la escuela y de su entorno.
:Qué representa hoy en dia el material para el estudio de la matematica?
:Qué puede significar el uso de un material concreto y simple para chicos
que viven inmersos en la mds sofisticada tecnologia?

Atn mas, ;no son las matematicas de hoy ain més abstractas que las de
ayer? Si usamos materiales manipulables ;no existe el peligro de dar a los
alumnos una idea completamente falsa de esta ciencia?

Para aclarar estos interrogantes se debe, en mi opinién, considerar el pro-
blema didactico en un contexto histérico que destaque:

1. Los grandes cambios en la ensefianza de las matematicas.

2. Las vias de la investigacion matemadtica en el trabajo de los grandes

pensadores.

Quisiera, por tanto, hacer unas consideraciones sobre estos dos puntos
para llegar al problema actual del material didactico. La finalidad de estas
consideraciones es analizar nuestro trabajo con mds claridad y serenidad.

La historia

1. CAMBIOS EN LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA.

Desde siempre se ha dicho que son las matematicas inspiradas en Eucli-
des las que facilitan la comprensién de un sistema axiomatico. Pero —como
se declaro hace 40 aftos— la matematica euclidea no es el Gnico ejemplo que
permite presentar a los alumnos una teoria axiomadtica.

En los anos 60 la mayoria de los matematicos de diferentes paises deci-
dieron cortar en seco con la tradicion. Se necesitaba un cambio y se cambio.
Pero el rechazo a Euclides no se debe ciertamente a una exigencia diddctica,
sino al hecho de que se queria introducir, también en las escuelas, las teorias
que se trataban en las facultades de mateméticas y que eran la base de toda
la matemadtica: conjuntos y estructuras.

Esta nueva matemadtica —la llamada matemdtica moderna— inspirada en
la teoria de conjuntos, empez6 su introduccién en el curso 1960-61. Partiendo
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de Francia, Bélgica, Estados Unidos, se propagé rapidamente por casi todos
los paises haciendo iguales a los alumnos. Iguales porque, durante unos
quince o veinte anos, los alumnos fueron aplastados por teorias ain mds
lejanas de la realidad.

Es importante destacar que este cambio repentino, de una matematica
abstracta a una ain mas alejada de la realidad fue provocado, o por lo menos
promovido, por un hecho que no tiene nada que ver con la ensefianza. La
causa principal es un evento tecnolégico: el lanzamiento en 1957 por los
rusos del primer satélite, el Sputnik. En efecto, este evento extraordinario
determiné rivalidades politicas por parte de los Estados Unidos.

¢Por qué los rusos y no los americanos? El éxito de su tecnologia —se
dijo— se debia al hecho de que en Rusia la ensefianza de la matematica en
todos los niveles escolares estaba enormemente desarrollada. Las escuelas
secundarias rusas tenian muchas horas de matematicas.

Es importante destacar, no obstante, que la ensefianza en Rusia no esta-
ba inspirada en la teoria de conjuntos sino, por el contrario, era rigidamen-
te cldsica, euclidea.

Consideraremos ahora lo que sucedié en la mayoria de los paises occi-
dentales y en los Estados Unidos.

En casi todos los paises, el cambio repentino de la matematica euclidea a
una matemdtica basada en la teoria de conjuntos, la matemédtica moderna, se
produjo de un curso escolar para el siguiente y el resultado fue la extincién
de toda posible interaccién de los alumnos. En efecto, los chicos no estaban
en condiciones de intervenir en clase, porque los objetos que se estudiaban
eran demasiado abstractos y estaban fuera de la realidad.

Para darnos cuenta de la situacién a la que se habia llegado debemos
remontarnos al 1976. Durante el congreso de la ICME en Karlsruhe, el ge6-
metra inglés Michael Atiyah atacdé con fuerza a sus colegas universitarios,
declarando que una teoria abstracta como la de los conjuntos no podia esti-
mular a los chicos; era necesario —dijo— reintroducir la geometria para sus-
citar el interés creativo y excitar la fantasia. Como consecuencia de esta fuer-
te toma de posicidn y del hecho de que los resultados escolares eran absolu-
tamente negativos, la moda de los conjuntos se apagd poco a poco.

Reflexionemos ahora desde un punto de vista pedagdgico. En ambos
casos, la matematica euclidea y la matematica de los conjuntos presentan
teorias que estan perfectamente estructuradas desde un punto de vista légi-
co. Pero no es la perfecta redaccion lo que puede estimular a los alumnos
pues no estdn en condiciones los chicos de apreciar el valor de una sistema-
tizacion rigidamente légica. Para despertar su interés, para lograr la partici-
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pacion del alumnado, para que la ensefianza sea viva, no es el estadio final,
la meta, lo que se debe destacar sino las vias por las que se ha desarrollado
la investigacidn, el camino por el que han avanzado las ideas.

2. UNOS EJEMPLOS DE INVESTIGACION MATEMATICA EN LA HISTORIA.

Para aclarar esta afirmacién presentaré algunos ejemplos histéricos.
Pretendo destacar el papel de la observacion y de la experimentacion en los
trabajos de Menecmo, Arquimedes y Galileo.

Menecmo

Mientras las figuras de Arquimedes y de Galileo son bien conocidas, el
nombre de Menecmo no es tan popular.

Menecmo (350 a.C.) es un matemdtico griego de la escuela de Platén. A
partir de comentarios histéricos posteriores podemos deducir que fue
Menecmo el primero en tener una idea unitaria de las cénicas. La parabola,
la hipérbola y la elipse eran conocidas a través de los problemas relaciona-
dos con la duplicacion del cubo, pero se veian como curvas diferentes por su
forma y sus propiedades.

Fue Menecmo —y la primera informacién sobre este hecho proviene de
Eratdstenes (250 a.C.)— el primero en considerar iguales estas curvas que no
parecen tener nada en comun. Menecmo descubrié que las tres pertenecen
a una misma familia como secciones del cono.

;Cémo llegd Menecmo a esta visiéon unitaria? ;No pudo ser a través de la
observacién de las diferentes formas que adopta el agua en una clepsidra?
No existen documentos sobre sus investigaciones pero se sabe por escritos
de Demdstenes, su contemporaneo, que en Grecia, en esa época, se utiliza-
ba muchisimo ese tipo de reloj de agua con forma cénica.

Arquimedes

En 1906 se descubrieron en una biblioteca de Estambul unos documen-
tos que contenian unas obras de Arquimedes, transcritas en el siglo X. (Este
pergamino se ha hecho ultimamente atin mas famoso porque ha sido vendi-
do en una subasta puiblica en Nueva York).
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Junto a obras de Arquimedes que ya se conocian, apareci6 un texto nuevo
que estaba perdido. Se trata del Método mecdnico, el método de la experi-
mentacién.

En este trabajo Arquimedes escribe que en muchas ocasiones se llega al des-
cubrimiento de una nueva propiedad a través de preguntas surgidas de la expe-
rimentacion. Son estas —dice— las que hacen surgir la investigacion tedrica.

Para dar una idea del Método voy a relatar los pasajes de la obra de
Arquimedes que conducen a la idea del valor del drea de un trozo, un sector
de parébola (figura 1).

Figura 1

El texto de Arquimedes no es ficil. Se debe, a veces, leer entre lineas y
reconstruir su pensamiento experimental. En el caso de la pardbola la expe-
rimentacion se basa en la Ley de la Palanca.

Vamos a seguir los sucesivos pasos apoyandonos en las figuras 2 a la 9.

A Arquimedes se le ocurre llenar el sector de pardbola, de cuerda AB y
eje HE, con hilos materiales paralelos al eje. Por tanto, esta regién de la para-
bola tendrd asi un peso.

Figura 2

A continuacidn, construye la tangente a la pardbola en B y traza por A la
recta paralela al eje HE. Ambas rectas se cortan en C. Se obtiene asi el tridn-
gulo ABC.
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Figura 3

Prolonga ahora los hilos materiales de la pardbola hasta llenar el tridngu-
lo; por lo tanto, también el tridngulo tiene ahora un peso.

Figura 4

La idea de construir este tridngulo puede ser que se le haya ocurrido
sugerida por una propiedad destacada de Euclides: el segmento de subtan-
gente FE es igual al eje EH.
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Figura 5

En efecto, de esta propiedad se deduce que si unimos B con E, la recta BE
divide al lado AC en dos segmentos iguales. Luego la recta BM es una media-
na del tridangulo.

C
M F
E
A H \B
Figura 6

Ahora suprime la pardbola y ve el tridngulo que se balancea alrededor de
la mediana.
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Figura 7

El baricentro del tridngulo se encontrara en G, de modo que:

MGzéMB

;Y la parabola? Para compararla con el tridngulo prolonga la mediana
BM hasta un punto R, de modo que MR=BM v, siempre con la vista puesta
en lo concreto, imagina que BR es una vara rigida.

C

Figura 8
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Descubre que el peso de la parabola equilibra el peso del tridngulo si se
cuelga del extremo de la vara.

Figura 9

Por la Ley de la Palanca resulta que:

Peso de la parabola = . Peso del tridngulo

Luego, de los pesos a las areas:

Area de la parabola = 1 Area del triangulo
3

Esta claro que no se trata de una demostracién matemadtica, pero, como
escribe Arquimedes, la experimentacidn, el método mecdnico, hace vislum-
brar la verdad, estimuldndonos a la investigacién teérica.

Los hilos materiales de Arquimedes se hardn poco a poco mas delgados,
impalpables; serdn los indivisibles de Bonaventura Cavalieri (1598-1647) y
constituirdn la base del célculo integral.

iY esto sucedio casi 2000 aiios después!

Galileo

El problema que voy a a presentar ahora senala la sensibilidad didactica
de Galileo y su confianza en el experimento préctico.

En su libro Discorsi intorno a due nuove scienze se asiste a un didlogo
entre tres personajes, uno de los cuales representa al propio Galileo. Es este
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personaje el que propone el problema: si se enrolla una hoja de papel en los
dos sentidos posibles se tienen dos cilindros, ;tienen o no estos dos cilindros el
mismo volumen? La contestacidn es: seguro que tienen el mismo volumen
porque el papel es el mismo. El personaje Galileo observa que nuestros cam-
pesinos nunca caen en este error. Saben muy bien ellos que cuando recogen
el trigo conviene enrollar la tela de modo que el cilindro tenga la altura
menor, porque es el cilindro mas bajo el que contiene mas trigo. Es la prue-
ba préctica la que ayuda a juzgar.

TA 248660 Q

Billete de 2000 liras dedicado a Galileo

La misma experiencia didéctica se puede hacer hoy dia. Todos los alum-
nos caen en la misma afirmacion equivocada, mientras en ambientes de tra-
bajadores la respuesta es la correcta. Yo misma tuve la oportunidad de poner
el problema a unos cien mineros que hacian un curso cultural. La reaccién
inmediata de estos obreros fue: No, no tienen la misma cantidad; el contene-
dor mds bajo es mds pesado. Lo mas interesante es que muchos preguntaron:
;Por qué sucede esto? ;Como se explica?

Es impresionante: han pasado siglos pero las respuestas son las mismas,
por parte de los alumnos y por parte de los trabajadores.

Entre los modelos que se exponen en la exposicion 2000, piezas mate-
mdticas estan también estos contenedores de Galileo.

Pasaremos ahora a hablar de la exposicién.

2000, piezas matematicas
Empezaremos con el problema de los cilindros de Galileo. Este problema
puede ser presentado a alumnos de diferentes niveles escolares. Observando que:

a) Envez de cilindros se pueden construir paralelepipedos con base cua-
drada, de modo que el cilculo del volumen sea mds facil.
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b) Se puede llegar a un desarrollo algebraico utilizando el célculo literal.

¢) Se puede comparar el volumen del cilindro con el del paralelepipedo
de base cuadrada, ambos con la misma altura y el mismo perimetro de
la base. Se descubre que el méximo pertenece al cilindro.

Muchos modelos de la Exposicién conciernen al estudio de figuras pla-
nas isoperimétricas y de figuras equivalentes. Con problemas tales que obli-
guen a construir figuras distintas, pero que tienen algo en comun, se aclara
poco a poco la confusién muy frecuente entre drea y perimetro, descubrien-
do también el valor méximo y el valor minimo.

La mayoria de los asuntos tratados en la Exposicion tienen esta dindmi-
ca. Una dindmica que prepara poco a poco para comprender de manera
intuitiva el concepto de funcién.

Haré ahora unas reflexiones psicolégicas y didacticas acerca del movi-
miento. Sabemos muy bien que los chicos estdn interesados en lo que cam-
bia: el movimiento es lo que capta su atencion. Sabemos muy bien lo que hoy
en dia representan las imagenes que se desplazan y varian a voluntad sobre
la pantalla de la television. Pero en este caso, en esta actividad cotidiana, el
desplazamiento y la deformacién de las figuras se realiza tan rdpidamente
que no nos damos cuenta. El movimiento provoca sélo una reaccién instan-
tdnea, automdtica, una reaccién que no conduce al razonamiento. En cam-
bio, una observacién calmada, meditada, que se puede hacer cuando el
movimiento no es tan rapido, es la que nos lleva, posteriormente, a la elabo-
raciéon del pensamiento.

Todo el material presentado en la exposicidn tiene esa finalidad. No
hablaré de los modelos que se presentan uno por uno. Habrd tiempo de que
observen los problemas sugeridos por cada una de las cuestiones que se pre-
sentan. Quiero hacer unas consideraciones generales contestando por ade-
lantado a unos interrogantes que surgen espontineamente: ;De doénde
puedo sacar el dinero si quiero construir unos objetos tan bonitos como
estos? Y también si dispusiéramos de los recursos para construir tales mate-
riales jcudntos de nosotros, profesores, seriamos capaces de realizar mode-
los de un modo tan perfecto? Es verdad, tenéis razdn, pero una exposicion
es una exposicion... Ha sido preparada de una manera muy cuidada sélo con
la finalidad de ilustrar de un modo claro y espectacular unos capitulos de las
matematicas que, generalmente, no atraen la atencion de los alumnos.

Ni el profesor ni el alumno deben ser artistas. Vamos a reflexionar, los
modelos son eficaces sélo porque provocan una dindmica investigadora. No
es ciertamente la perfeccion de un modelo lo que lleva a una discusién mate-
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matica. El material debe ser el més barato (papel, cartulina, varillas de cual-
quier materia...) cosas que no cuestan pricticamente nada.

Se propone a los alumnos una minima manipulacién, claro que si es
minima puede ser también preocupante por el hecho de que todos, y espe-
cialmente los jévenes, estamos perdiendo el uso de las manos... Por tanto, si
lo que les proponemos les interesa, esta serd también la ocasién para hacer
un ejercicio manual. No tiene importancia si el modelo construido esta mal
hecho. Su funcién consiste solamente en invitar a los alumnos a darse cuen-
ta de lo que el modelo significa y, después, a presentarlo, a contarlo, a expli-
car lo que significa...

¢Explicarlo? ;a quiénes? Por ejemplo, a otros profesores no cientificos, a
compaiieros de la misma escuela o de otras en las que no se estudian las
matemadticas de la misma manera, a padres, a gente de la calle, a cualquiera.
Explicarlo con sus palabras. No se debe exigir un uso del idioma perfecto,
que ni existe en el lenguaje de los chicos, ni en el de la mayoria de las perso-
nas. Los alumnos se dan cuenta de la importancia de una buena exposicion
verbal solamente explicando y debatiendo con las personas. Decia Puig
Adam en el punto IX de su decalogo: Cuidar que la expresion del alumno sea
traduccion fiel de su pensamiento.

Si, pero... ;No existe el peligro de que un modelo, bien o mal hecho, exci-
te ain mds a los alumnos que ya son de por si dificiles de controlar? ;No ter-
minardn lanzédndose sus cubitos o sus cilindros unos a otros o contra el pro-
fesor? No. Se produce algo muy interesante que deberia ser estudiado desde
un punto de vista psicologico. Sucede que, cuando el chico tiene en sus
manos su obra, el modelo matematico hecho con sus manos, es como si su
mundo se hiciese mds sélido, mas seguro. Este nuevo material, producto de
su propia actividad, resulta ahora més importante que la tecnologia sofisti-
cada que absorbe pasivamente cada dia.

Para terminar quiero poner de relieve lo que para mi es lo mds impor-
tante de estas construcciones matemadticas. Su elaboracion borra casi total-
mente las diferencias sociales, porque, a menudo, chicos que pertenecen a
los rangos sociales mas desfavorecidos tienen mayor habilidad manual.

Y finalmente —y este es un hecho que no conviene olvidar— la construc-
cién de la matemadtica a partir de lo concreto y de la realidad, destaca clara-
mente las cualidades de la fantasia, la intuicién, la voluntad de los chicos
inmigrantes que siempre en nimero mayor, afortunadamente, llegan a nues-
tros paises. W
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